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Verfeinertes eindimensionales Elektronengasmodell. 
Verzweigungsbedingung und Orthogonalitätsrelation 

Von H a n s K u h n 
Physikalisch-chemisches Institut der Universität 

Marburg 
(Z. Naturforschg. 9a, 989—990 [1954]; eingeg. am 18. Okt. 1954) 

Betrachten wir den Fall eines .-r-Elektronengases, 
dessen Ladungswolke sich über n Äste erstreckt, die 
sich im Verzweigungspunkt P treffen (Abb. 1). Aus-
gehend von den für die Elektro-
nengasmethode charakteristischen 
Modellvorstellungen beschreiben 
wir den Zustand eines Elektrons 
durch eine Wellenfunktion xp, die 
im Bereich eines herausgegriffenen 
Astes Nr. v eine alleinige Funktion 
von sv ist, wobei durch die Koor-
dinate s„ die Lage eines gegebenen Punktes entlang 
diesem Ast festgelegt wird, xp genügt der Schrödinger-
Gleichung 

d2 xp 8 
ds„2 h2 [.E -V («„)] xp= 0 (1) 

(v= 1, 2, . . ., n; n Zahl der Aste, die sich in P treffen; 
E Gesamtenergie, F(s,,) vorgegebene potentielle Ener-
gie an der Stelle s,, des Zweiges Nr. v), erfüllt die Rand-
bedingung 

xp (s„ = 00) = 0 ( 2 ) 

und genügt einer gewissen Grenzbedingimg am Ver-
zweigungspunkt P. Zunächst wurde angenommen1, 
daß diese Grenzbedingung durch die Beziehung 

Z j ( d8„ )p 0 ( 3 ) 

(am Verzweigungspunkt P, d .h . für sv = 0) gegeben 
sei. Vor kurzem hat sich nun gezeigt 2, daß bei Verfeine-
rung des Elektronengasmodells Gl. (3) durch die Be-
ziehung 

y ihL\ 
— \ d«„ /P 

K 

Wir setzen demgemäß voraus, daß zwischen zwei 
beliebig herausgegriffenen, zu verschiedenen Energie-
werten En bzw. Eb gehörenden Wellenfunktionen xpA 

bzw. xpb die Orthogonalitätsbedingung erfüllt ist, wel-
che in dem praktisch allein interessierenden Fall reeller 
Wellenfunktionen durch die Beziehung 

n oo 
Z 1 VaVb ds„ = 0 (5) v=l 0 

gegeben ist. 
Für beide Wellenfunktionen xpa und xpb gilt die Schrö-

dinger- Gleichung 
d2 

ds„2 

d2 V'b 
ds 2 

h2 

1 ti2 m 

[Ea -V («„)] xp& = 0, (6a) 

-V («„)] xpb = 0. (6b) 

Durch Erweiterung von (6a) mit ^b und von (6b) mit 
xp& und durch Subtraktion des einen so erhaltenen 
Ausdrucks vom anderen folgt die Beziehung 

8 n2 m d2 xp& 

d 8y* Va' 
d2 xpb 
dsv2 H ( E * — E b ) Va Vb = 0 . 

( 7 ) 
Nach Integration über den Bereich der Variablen sv 
(von sv = 0 bis oo) und Addition der für v gleich 1 bis n 
erhaltenen Gleichungen folgt 

00 

v = l X V 

d2 y>& d2 xpb fb \ Vb ~JTT" - Va ds> ds„2 d 8, 

8 7i2 m 

(8) 

+ h2 
(Ea — Eb) 2_j 1 V'aVbds„=0. 

V=1 
Nach Voraussetzung gilt die Orthogonalitätsrelation 
(5), die zweite Summe in (8) fällt also weg, und es wird 

2 V=1 
V>b 

d2 y a 

ds 2 V'a 
d2 xpb 

ds 2 j dsv = 0. 

Durch partielle Integration folgt weiter 

(Wp Wellenfunktion am Verzweigungspunkt P) zu er-
setzen ist, wobei K eine für die Verzweigung charakte-
ristische Konstante darstellt, die im Falle einer Ver-
zweigung am C-Atom den ungefähren Wert 1 /(1,4 • 10 - 8) 
c m - 1 besitzt. Mit K = 0 geht (4) in (3) über. Im folgen-
den wird gezeigt, daß (4) die hinreichende und not-
wendige Bedingung dafür ist, daß die Wellenfunktio-
nen xp ein System orthogonaler Funktionen darstellen, 
d. h. (4) ist die Voraussetzung dafür, daß die modell-
mäßig eingeführten ^-Funktionen physikalisch sinn-
voll sind3. 

V=1 
vn> 

d^a äxpz dy b 

ds,, ds,. 
0 0 

Va 
dxpb 

ds„ + 

ds. 

dyb dya 
dsv ds„ 

0 0 

( 9 ) 

= 0. 

Die beiden Integrale unter der eckigen Klammer heben 
sich gegenseitig auf. Die Produkte 

dV'a , dxpb Vb -T— und xpa ds. ds. 

1 H. K u h n , Helv. chim. Acta 32, 2247 [1949]. 
2 H. K u h n , Z. Elektrochem. 58, 219 [1954]. 
3 Für eine einfache Begründung von (4) im Spezial-

fall „freier" Elektronen (F = 0 im Bereich sv = 0 bis 
Sv = Sv, Zweigende u n d F = oo außerhalb dieses Bereichs) 
siehe H. K u h n , W. H u b e r , H. D e h n e r t , W. K n a a k 

u. R. H a a s , Industrie Chimique Beige, Sonderheft 
Congres International de Chimie Industrielle, Bru-
xelles (1954), im Druck. 

Für eine von der Stromerhaltungsbedingung aus-
gehende Begründung von (4) siehe H. K u h n , J. Chem. 
Phys. 16, [1954] (im Erscheinen). 
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besitzen an der oberen Integrationsgrenze je den Wert 
null, da nach (2) ip& und ^b an jedem Zweigende null 
ist. Es folgt daher aus (9) die Gleichung: 

Md^a , dv'b] A 

Da xp am Verzweigungspunkt eindeutig festliegt, also 
z . B . V a ( S l = 0) = Va(s2 = 0) = V'a(«n = 0 ) = Va.P ist, er-
gibt sich daraus die Gleichung 

- ^ i m - l + ^ z M - - 0 - ( 9 a ) 

Es ist also 
_±_ y / d y . \ = _ J _ y /_d^b \ 
V'a.P Jrj \ dsv /p xpb>F \ ds,, /p 

4 Sind r Verzweigungspunkte P15 P2 . . . Pg . . . Pr 
vorhanden und werden überdies verallgemeinernd 
komplexe Wellenfunktionen betrachtet, so ergibt sich 
analog zu (9a) die Beziehung 

ß= 1 rQ 
als Bedingung dafür, daß die Funktionen xpA und xpb 
orthogonal zueinander sind. Darin ist ip\ * konjugiert 
komplex zu xpb; die Summen zwischen den Klammern 
sind über die Anteile aller Äste, die sich in Po treffen, 
zu erstrecken. 

gleich einer Konstanten K. Die linke Seite von (10) ist 
nur von die rechte Seite nur von xpb abhängig. Eine 
Beziehung dieser Art gilt für je zwei beliebig heraus-
gegriffene Funktionen des betrachteten Systems, und 
daher ist K eine für das gesamte System orthogonaler 
Funktionen charakteristische Konstante. Gl. (4) folgt 
daher sofort aus Gl. (10). 

In Gl. (4) treten nur Größen auf, die den Verlauf der 
Wellenfunktion xp in der unmittelbaren Nachbarschaft 
vom Verzweigungspunkt P und nicht den weiteren Ver-
lauf von xp kennzeichnen; beim Übergang zu einem be-
liebig kompliziert verzweigten System bleibt die Glei-
chung daher im Falle jedes Verzweigungspunkts un-
verändert bestehen, wobei die Summe in (4) über die 
Beiträge aller Äste, die sich in einem herausgegriffenen 
Verzweigungspunkt P treffen, zu erstrecken ist4. 

Die Beziehung wird durch Gl. (4), wonach 

Z ^ j p ^ ^ r , ; pe vs.pe ( 1 2 ) 

ist, befriedigt, indem durch Einsetzen der Ausdrücke 
(12) in Gl. (11) die linke Seite dieser Beziehung gleich 

r 

E (Wb* KgXpA — XpaKgXpb*)po 
Q= 1 

also identisch null wird. Gl. (4) stellt also auch in 
diesem allgemeinen Fall eine hinreichende Bedingung 
für die Orthogonalität der Funktionen xp& und xpb dar. 

Bildung stabiler negativer Ionen in einigen Gasen 
und Dämpfen bei Elektronenstoß 

Von O. R o s e n b a u m und H. N e u e r t 
Physikalisches Staatsinstitut, Hamburg 

(Z. Naturforschg. 9a, 990—991 [1954]; eingeg. am 18. Oktober 1954) 

Die früheren Untersuchungen mit dem Massenspek-
trometer über die Bildung stabiler negativer Ionen bei 
Elektronenstoß werden auf weitere Gase und Dämpfe 
ausgedehnt. Es werden dabei negative Ionen sowohl 
infolge von Dissoziation mit Elektroneneinfang (Reso-
nanzeinfang) als auch bei Dissoziation mit Bildung 
eines Ionenpaares beobachtet. Zur Kontrolle der Ap-
paratur, insbesondere zur Festlegung der Elektronen-
energieskala wurden zunächst einige bekannte Sub-
stanzen wie 0 2 , (CN)2, NH3, H 2 0 , BF3, HCl und HBr 
ausgemessen. Die Übereinstimmung der hier gefun-
denen Resultate mit den früher angegebenen 1> 2>2a ist 
durchaus befriedigend. Der Vergleich der hier beob-
achteten Appearance-Potential-Werte für den Reso-
nanzeinfang untereinander ergibt einen möglichen 
Fehler in der Energieskala von ± 0,3 eV. Nach den 
hiesigen Beobachtungen könnte der Wert für die Bil-

1 J. Mar r i o t u. J. D. C r a g g s , The Inst, of Petro-
leum, Paper No. 13, Conf. of Applied Mass Spectro-
metry, Oct. 1953. 

dung von F~ aus BF3 um etwa 0,4 eV kleiner sein als 
der Wert von 11,2 eV von M a r r i o t und Craggs . Im 
Falle des NH3 wurde überprüft, in welchem Ausmaß 
und mit welcher zeitlichen Abhängigkeit die Kontakt-
potentialänderungen zwischen Glühdraht und Ionisie-
rungskästchen die Genauigkeit der Messung der Elek-
tronenenergie beeinträchtigen können. Die beobach-
teten Änderungen waren aber geringer, als ursprüng-
lich vermutet worden war. 

Es wurden die folgenden Gase neu untersucht: CS2, 
S02 , SiF4, PH3, S2C12, SOCl2, S02C12. 

Vor allem wurden die Appearance-Potentiale der 
Resonanzlinien und die Lage der Resonanzmaxima 
bestimmt. 

Die Appearance-Potentiale für die Ionenpaarbildung 
waren aus Intensitätsgründen meist nur ungenau fest-
stellbar, sie sind deswegen in Tab. 1 nicht aufgeführt. 

Die gefundenen Werte sind in Tab. 1 enthalten. In 
Spalte 5 ist eine Angabe über die Größenordnung der 
entstehenden Intensitäten solcher Resonanzmaxima 
gemacht, in Spalte 6 eine Aussage darüber, welcher 
Prozeß an Häufigkeit überwiegt. In manchen Fällen 
wurden mehrere Einfangsresonanzstellen festgestellt 
(z. B. bei S - aus CS2, bei PH2~ und P H - aus PH3), die 

2 H. G u t b i e r u. H. N e u e r t , Z. Naturforschg. 9a, 
335 [1954]. 

2a H. N e u e r t u. O . R o s e n b a u m , Naturwiss. 41, 
85 [1954]. 


